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Objetivos

Metodo Euler

Encontrar a coordenada y atraves de aproximagfes
feitas pela reta tangente a um ponto conhecido.

¢ V=y1+f(x_y,y-1) Xh




Exercicio em Python + Grafico

import matplotlib.pyplot as plt

Solucao da EDO usando o Método de Euler

12 i
—s— Metodo de Euler

10 A

x_wvalues [x8]
y_values [vO]

for i in range(n):
y new = y8 + h ¥ f(x0, y8)

X new = x0 + h
x_values.append(x_new) 4
y_values.append(y new)

= y_new

X0 = X _new

.plot{x values, y values, 'b.-', label="Méetodo de Euler')

.xlabel('x")

-ylabel('y") 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.0
.legend()

.title('Solucdoc da EDD usando o Método de Euler')

.show()




Metodo Euler (Melhorado)

0 Metodo de FEuler Melhorado, tambem
conhecido como Metodo do Ponto Medio, €
uma melhoria do Método de Euler, usado para
resolver equacgbes diferenciais ordinarias

([EDOs) de forma numeérica.



Teoria E Conceito

1 - Divisdo do
Intervalo
O intervalo de tempo é

dividido em pequenos

"passos”, e o tamanho

de cada passo é
definido antes do

calculo.

3 - Estimativa no Meio

do Intervalo

O Metodo de Euler
Melhorado usa a
inclinagao no inicio do

intervalo para estimar

a inclinagdo no meio do

intervalo, ajustando
assim o calculo do

proximo valor.

2 - Calculo da

Inclinagéao Inicial

No inicio de cada
passo, o méetodo
calcula a inclinagcao da
funcao no ponto inicial

do intervalo.

4 - Atualizagao do
Valor
O meétodo usa a
inclinagdo no meio do
intervalo para atualizar
o valor da funcao, o
que torna a solucao
mais precisa ao
considerar a mudanca
ha inclinacao ao longo

do intervalo.

Formula do Método de Euler Melhorado:

Calculo de K1:

Onde f(t,y) é a funcéo que descreve a derivada da fungao y(t) no pont

(tn,yn])

Calculo de K2:

kﬂ :f(tn }

Aqui, o valor da funcdo f e avaliado no ponto medio do intervalo,

kl — f(t'm- yu)

h h
~+ Yn _k
9 Yn 5 1]

ajustado pela metade do passo h.

Atualizacao do valor de y:

O valor de yn+1 e atualizado usando o valor medio k2, o que melhora

a precisdo comparado ao Método de Euler simples.

Yn+1 — Yn | hk?



Beneficios

Por Que o Metodo de Euler Melhorado e Melhor?

Maior Precisao:

Considera a inclinagdo no meio do intervalo, o que reduz erros em
comparacao com o Metodo de Euler simples, especialmente quando a

funcdo muda rapidamente.

Bom Equilibrio

Oferece uma solugdo mais precisa que o Metodo de Euler simples, sem

exigir a complexidade dos metodos mais avancados, como Runge-Kutta.




Exercicio Resolvido

Problema:

Resolver a EDO dada por:

dy _

_ 9
dt Y

Com a condigéao inicial:

y(0) =1
Solucao Passo-a-Passo

1.Definir o Problema:

A equacéo diferencial que queremos resolver e dy/dt= -2y.
A condigéo inicia y(0) = 1.

2.Aplicar o Metodo de Euler Melhorado:

Calculo de k1:
kl — f(t'm- yn) onde, f(t'.ry) — 2y

Calculo de k2:

Aqui estimamos o Valor do ponto medio do
intervalo e a inclinagdo nesse ponto

h h
"!f‘?' — tn T dn PR "!f
2 f( 1 5 Yn 5 1)

H € o tamanho do passo ou quantidade de
mudanca da variavel.

Atualizacao do valor de y:

Yn+1 — Yn | h - "!f?
Exemplo Pratico Simples

Imagine que vocé esta subindo uma colina. Primeiro, vocé mede a
inclinagdo exatamente onde comecga a subir (K1). Entdo, vocé olha
para 0 meio do caminho e vé se a inclinagcdo muda (K2]. Finalmente,
VOCE usa essa informacéo para ajustar sua caminhada e garantir que
VOCE siga um caminho mais preciso.

Assim, K1 te da a ideia inicial, e K2 te ajuda a ajustar sua rota para
torna-la mais precisa. E como desenhar um caminho com mais
detalhes, garantindo que o desenho seja o mais fiel possivel ao que
voce realmente vé e sente enquanto caminha.



Exercicio em Python + Grafico

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Funcao derilvada
def f(t, y):
return -2 * y

Parametros

= 8.1 # Tamanho do passo

= np.arange(®, 5 + h, h) # Cria um array de tempos de ® a 5 com passo h
= np.zeros(t.shape) # Inicializa o array para armazenar os valores de y
[6] = 1 # Condicao 1nicial y(®) =1

= + T H

# Método de Euler Melhorado

for 1 in range(1, len(t)):
ki = f(t[1-1], y[1i-1]) # Calcula a inclinag¢ao no inicio do intervalo
k2 = f(t[i-1] + h/2, y[i1-1] + h*k1/2) # Calcula a inclinacao no meio do intervalo
y[i] = y[1-1] + h * k2 # Atualiza o valor de y usando a inclinacao do meio

# Plotando os resultados

plt.plot(t, y, label="Euler Melhorado') # Plota a solucao obtida
plt.xlabel('t") # Rotulo do eixo x

plt.ylabel('y") # Rotulo do eixo y

plt.legend() # Adiciona a legenda ao grafico

plt.show() # Exibe o grafico



Exercicio em Python + Grafico

1.0 - —— Euler Melhorado

0.8 -

0.6 -

0.4 1

0.2 1

0.0 -




Metodo Runge-Kutta (RK4)

0 metodo de Runge-Kutta de quarta ordem & uma tecnica numerica
usada para resolver equacdes diferenciais ordinarias (EDOs). E popular
por seu equilibrio entre precisdo e eficiéncia. O RK4 & uma melhoria
sobre metodos mais simples como o de Euler, pois usa varias avaliagOes

da funcéo para obter uma aproximagdo mais precisa.



Objetivos

Meétodo Runge-Kutta (RK4]

Obter Solugdes Numeéricas Precisas para Equacgdes
Diferenciais Ordinarias (EDOs): O método RK4 é
utilizado para calcular solugbes aproximadas de EDOs
quando as solugBes analiticas s&o dificeis ou
impossiveis de encontrar. Ele fornece uma maneira
eficiente e precisa de determinar os valores das funcdes
em pontos discretos, especialmente util em casos onde
se requer alta precisdo, como em simulacdes cientificas

e de engenharia.

Reduzir o Erro de Truncamento e Garantir
Estabilidade Numeérica: 0 RK4 e conhecido por seu
baixo erro de truncamento em comparacdo com
metodos de ordem inferior, como o metodo de Euler. Ele
alcanca uma ordem de precisdo de 4, o que significa que
0 erro diminui rapidamente a medida que o tamanho do
passo e reduzido. Isso permite o uso de tamanhos de
passo maiores sem comprometer significativamente a
precisao, tornando-o uma escolha eficiente para muitos

problemas praticos.



Derivacao das Formulas

As formulas do RK4 séo baseadas em calcular quatro "slopes" (declives) ou
estimativas da derivada em diferentes pontos dentro do intervalo de
integragéao. Elas sao dadas por:

= fltn: yn)
= fltn + Zoyn + 52)
3. kg = f(tn + 1 5+ Yn + &)
(

f fn —+ .IIL.. Un —+ hk;;}

Atualize o valor de y usando:
Yn+1 = Yn + %“ﬂl T Ek'ﬁ + i}kii + kq}

Onde:

* Yy, € o valor aproximado da solugao no ponto ;.

e /i éotamanho do passo.




Vantagens do Metodo RK4

0 méetodo RK4 e altamente preciso e é considerado de ordem 4, o que

significa que o erro local de truncamento & da ordem de O(h5) e o erro
global & da ordem de O(h4). Isso permite que ele seja bastante preciso
mesmo com tamanhos de passo relativamente grandes. Alem disso, o
metodo e autossuficiente, ndo necessitando de derivadas mais altas, o

gue o torna aplicavel a uma ampla gama de problemas.



Exercicio Resolvido

Problema: e Atualize o valor de y:

Resolver a EDO dada por: h
Yn+1 = Yn + ﬁ“ﬂl T Ekﬁ + Ekii + JIL-:I)

dy _ 4 .
ot d Passo 2: De t1=0.1 a t2=0.2
Com a condigao inicial: Repetir os passos utilizando as férmulas de k1, k2, k3 e k4. Apds
Condigéo inicial y[0)=1e queremos encontrar y em t=0.2 usando h=0.1 isso, realizar a atualizacéo de y.
Solugao Passo-a-Passo 1. kp = f[fn- yn]

hLJ]

e Determinar os Valores Iniciais [ -|- Yn +

hl-_:]
Como o intervalo e de t0=0 até t=0.2 com um passo h=0.1 o
numero de passos é: = fltn + h,yn + hks)

AT D2—0 .
N 0.1 2
Passo 1: De t0=0 a t1=0.1

I
3. 'Izi I:tn _|' Un +
[

Apos isso, realizar a atualizacdo de y.

e |terar Sobre Cada Passo: = f{tn: yn) Yn+1 = Yn + %“‘31 + 2ky + 2R3 + khl}
= fltn + 5, yn + 5)
3. ky = fltn Un + 252

(

= flt, + h,y, + hk;3)




Exercicio Resolvido

Exemplo Pratico: Movimento de um Objeto em Queda Livre com

Resisténcia do Ar.

Suponha que estamos estudando o movimento de um objeto caindo em
um fluido, onde a resisténcia do ar € proporcional a velocidade. A

equacdo diferencial que descreve este sistema e:

i
o — g kv

Onde:
e v e avelocidade do objeto,

e g € a aceleragéo devido a gravidade (aproximadamente
9,81 m/s?],

 k € uma constante de proporcionalidade que depende da
resisténcia do ar.

Vamos usar o metodo RK4 para calcular a velocidade do objeto
apos um pequeno intervalo de tempo At.

Passo 1 - Definigdo dos Parametros:
e Aceleracéo devido a gravidade, g=9.81m/s?g;

e Constante de resisténcia do ar, k=0.1s-";
 Velocidade inicial, vO=0 m/s [objeto em repouso];
e Intervalo de tempo, At=0.1s.

e Passo 2 - Calculo dos Coeficientes K1, K2, K3, K4:

1. K 1: Avaliacdo da inclinacdo no ponto inicial
Kl—g— kv
2. K 2: Avaliacdo da inclinagdo no ponto intermediario usando K'1

K2=g—k(v+ 532

3. K 3: Outra avaliacdo intermediaria para refinar a estimativa

K3=g—k(v+ 5

4, K 4: Avaliacéo final da inclinacdo
K4 —g— k(v + K3At)
e Passo 3 - Atualizacao da Velocidade:

A nova velocidade é calculada como uma media ponderada dessas
inclinagfes:

Unovo = U + (K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

Calculando isso para um passo de tempo:

A nova velocidade do objeto apds 0,1 segundos €
aproximadamente 0,976 m/s.



Exemplo Pratico - Python

Cdédigo aplicado no Python Resposta gerada atraves do cadigo
© # Definindo os parametros S~ Tempo: 8.8 s, Velocidade: 8.8@ m/s
g = 9.81 # aceleracdo devido & gravidade (m/s"2) Tempo: 8.1 s, Velocidade: 8.98 m/s
k = 8.1 # constante de resisténcia do ar (s"-1) Tempo: 6.2 s, Velocidade: 1.94 m/s
ve = 8.8 # velocidade inicial (m/s) Tempo: 8.3 s, Velocidade: 2.9@ m/s
delta t = 8.1 # intervalo de tempo (s) T EI.-"-'I- ’ valocidad 3'55 /
tempo_total = 2.8 # tempo total de simulacdo (s) SMpo. ©.% 5, VE DC:_L sue. 2. m/=
Tempo: 8.5 s, Velocidade: 4.78 m/s
# Lista para armazenar os resultados Tempo: ©.6 s, Velocidade: 5.71 m/s
tempos = [] Tempo: 8.7 s, Velocidade: 6.63 m/s
velocidades = [] Tempo: ©.8 s, Velocidade: 7.54 m/s
Tempo: 8.9 s, Velocidade: 8.44 m/s
# Loop para calcular a velocidade em cada intervalo de tempo Tempo: 1.8 s, Velocidade: 9.34 m/s
£=0.9 Tempo: 1.1 s, Velocidade: 18.22 m/s
YT ve Tempo: 1.2 s, Velocidade: 11.89 m/s
while t <= tempo total: ]
- Tempo: 1.3 s, Velocidade: 11.96 m/s
empos.append(t) .
e el Tempo: 1.4 s, UElDE}dEdE. 12.82 m/s
Tempo: 1.5 s, Velocidade: 13.66 m/s
# Calculando os coeficientes K1, K2, K3, K4 Tempo: 1.6 s, Velocidade: 14.58 m/s
KI1=g - k *v Tempo: 1.7 s, Velocidade: 15.34 m/s
K2 =g -k * (v+8.5%*KLl * delta_t) Tempo: 1.8 s, Velocidade: 16.16 m/s
K3 =g -k* (v+0.5%K ¥ delta t) Tempo: 1.9 s, Velocidade: 16.98 m/s
o=l e el Tempo: 2.@ s, Velocidade: 17.78 m/s
# Calculando a nova velocidade
v =v+ (delta t / 6) * (KL + 2 *K2 + 2 * K3 + K4)
t += delta_ t
# Exibindo os resultados
tor tempo, velocidade in zip(tempos, velocidades):
print(f"Tempo: {tempo:.1f} s, Velocidade: {velocidade:.2f} m/s")




Exemplo Pratico - Python

[4]

Velocidade (m/s)

Velocidade de um Objeto em Queda Livre com Resisténcia do Ar
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Exemplo Pratico

Tempo (s) | Velocidade (m/s) K1 K2 K3 K4
0.0 0.000 9.681 9.81 9.681 9.81
0.1 0.976 9.681 9.40 9.29 8.98
0.2 1.923 9.81 8.83 8.01 8.23
0.3 2.845 9.81 8.28 7.84 7.68
0.4 3.746 9.81 7.78 7.22 7.08
0.5 4.628 9.681 7.30 6.65 6.01
0.6 2.493 9.681 6.85 6.12 6.00
0.7 6.343 9.81 6.42 2.64 2.95
0.8 7.179 9.81 6.01 9.21 9.15
0.9 8.002 9.81 5.62 4.81 4.79
1.0 8.812 9.681 2.25 4.43 4.47
1.1 9.610 9.681 4.90 4.07 4.18
1.2 10.396 9.81 4.57 3.73 3.93
1.3 11.171 9.81 4.26 3.41 3.71
1.4 11.936 9.81 3.98 3.11 3.92
1.5 12.692 9.681 3.71 2.82 3.36
1.6 13.439 9.81 3.47 2.99 3.24
1.7 14.177 9.81 3.25 2.30 3.14
1.8 14.908 9.81 3.06 2.06 3.07
1.9 15.634 9.81 2.89 1.84 3.02
2.0 16.324 9.681 2.76 1.63 2.99

- Excel

Colunas da tabela:
Calculo dos Coeficientes:
Atualizacdo de 'y

Iteractes e Visualizacao:



Compacao dos
metodos

Metodo de Euler

Simples, mas menos preciso e pode ser instavel.
Adequado para modelos simples e situagfes educativas
onde a precisdo nao e critica.

Aplicacbes: Modelagem Simples de Crescimento

Populacional.

Metodo de Euler Melhorado
(Método do Ponto Médio]

Mais preciso que o Método de Euler, mas ainda pode ter
problemas de estabilidade. Ideal para sistemas
mecanicos simples e simulacées onde uma precisao
melhor €& necessaria sem um grande aumento na
complexidade.

Aplicaces: Simulacdo de Sistemas Mecanicos Simples

Método de Runge-Kutta (RK4)

Muito preciso e estavel, mas mais complexo e
computacionalmente mais caro. Preferido para
problemas complexos e situaces que exigem alta
precisdo, como modelos climaticos e dinamicas de
sistemas complexos.

Aplicacbes: Problemas de Dinadmica de Sistemas

Complexos



Conclusao

Em resumo, os metodos de Euler, Euler Melhorado e Runge-Kutta
de quarta ordem (RK4] séo técnicas fundamentais para a solugao
de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs), cada um com suas
particularidades e aplicagdes especificas.

Cada um desses metodos tem suas vantagens e desvantagens, e a
escolha do meétodo adequado depende das especificidades do
problema em questdo, como a precisdo necessaria e 0S recursos
computacionais disponiveis. A compreensdo profunda dessas
tecnicas permite uma aplicacdo mais eficaz em problemas reais,

proporcionando solugfes robustas e precisas.




Referencias Bibliograficas

e BARROSO, Leonidas Conceigéao; et al. Calculo numeérico ([com aplicagées]. 2. Ed. Minas Gerais,
editora HARBRA.

e Métodos Numericos, Adriana Xavier Freitas, Danielle Franco Nicolau, Prof. Armando. Departamento
de Matematica — UFMG - 12 de dezembro de 2008

e BOYCE, E. William, DIPRIMA, C. Richard. Equacdes diferenciais elementares e problemas de valores

de contorno. Setima edicdo, editora LTC.






