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Introducao

A solugdo de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) é uma parte
fundamental da matematica aplicada, especialmente na modelagem de
fendmenos fisicos, bioldgicos, econémicos e de engenharia. No entanto,
nem sempre é possivel encontrar solugdes analiticas (exatas) para essas
equacdes. Quando isso acontece, recorre-se a métodos numéricos, que
aproximam a solucdo da EDO por meio de célculos iterativos.
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Introducao

Uma das abordagens mais simples e intuitivas para resolver
numericamente uma EDO é o método de Euler. Esse método parte de
uma ideia bdsica: se conhecemos a inclina¢do da solugdo (ou seja, a
derivada) em um ponto, podemos estimar o valor da fungdo em um ponto
préximo, tracando uma reta tangente. Ele é aplicado geralmente a EDOs
de primeira ordem da forma:

dy
— = f(t tg) =
dr (7}/)7 y(O) Yo
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Método de Euler

Método de Euler

A férmula de Euler para obter uma aproximagdo y,11 a partir do ponto
(tny)/n) é:

Ynt1=Ynt h- f(t,,,y,,)

onde h é o passo de integracdo (um pequeno intervalo no tempo ou na
varidvel independente).
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Variantes do método

Apesar de sua simplicidade, o método de Euler pode apresentar erros
significativos se o passo h n3o for suficientemente pequeno. Por isso, foram
desenvolvidas variagcoes do método de Euler que aumentam a precisdo sem
exigir passos extremamente pequenos. Algumas dessas variantes incluem:
e Método de Euler melhorado (ou método de Heun): faz uma
média entre a inclinagdo no inicio e no final do intervalo para obter
melhor aproximacao.
@ Método do ponto médio: estima a inclinacdo no ponto médio do
intervalo.

e Método de Runge-Kutta de ordem 4 (RK4): uma versdo mais
sofisticada que usa quatro estimativas da inclinagdo para cada passo,
com alta precisao.
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Método de Euler Simples

Método de Euler Simples

Dado um passo h, o método de Euler simples para a solugdo numérica da
equacao diferencial
/
y' =f(x,y), y(x)=yo,

¢ definido pela seguinte férmula de iterag3o:

Yn+1 = Yn+ h- f(Xn7Yn)7
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Exemplo com o Método Euler Simples

Aproximag3o pelo método de Euler simples para % =y—x,comy(0)=2e
h=0,1.

Xn Yn f(Xn,¥n) = Yn— Xn | Yn+1 = Yn + h- f(Xn, ¥n)
0,0 | 2,000 2,000 2,200
0,11 2,200 2,100 2,410
0,2 | 2,410 2,210 2,631
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Método de Heun

Método de Euler Modificado

Dado um passo h, o método é definido pelas seguintes férmulas:
1) Previsdo com Euler ( chute inicial )

y* =yn+ h-f(xn,yn)

2) Corre¢do com a média das inclinagdes:

h
Yn+1 =Yn+ E(f(xna)’n) + f(Xn-i-laY*)
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Exemplo com o Método de Heun

Considere a seguinte EDO

dy
_— = = 1
” x+y, y(0)

Vamos usar o método de Heun com passo h = 0, 1, para encontrar uma
aproximag¢do de y nos pontos x = 0;0,1 e 0,2, sendo f(x,y) = x +y.

Xn Yn y* Yn+1

0,0 | 1,00000 | 1,10000 | 1,11000
0,1 1,11000 | 1,23100 | 1,24205
0,2 | 1,24205 | 1,38626 | 1,39847
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Exercicio Resolvido

Considere a seguinte EDO:

dy
dx x+y, y(1)

Use o método Euler Simples com passo h = 1, para encontrar uma
aproximagdo de y no intervalo x € [1,5], sendo f(x,y) = x + y.

Xn Yn f(Xm,Vn) Yn+1
1,0 | 2,00 3,00 5,00
2,0 | 5,00 7,00 12,00
3,0 | 12,00 15,00 27,00
4,0 | 27,00 31,00 58,00
5,0 | 58,00
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Exercicio Resolvido

Considere a seguinte EDO:

d
d—i =x-y+cos(x), y(0)=1

Use o método de Euler Simples com passo h = 0,5, para encontrar uma
aproximagdo de y no intervalo x € [0,2], sendo f(x,y) = x - y 4 cos(x).

Xn Yn f(Xm,Vn) Yn+1
0,0 | 1,000 1,000 1,500
0,5 | 1,500 1,745 2,375
1,0 | 2,375 3,375 4,062
1,5 | 4,062 7,093 7,609
2,0 | 7,609
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Comparacido dos métodos

A solugdo analitica da EDO dos exemplos é
y(x)=2e"—x—-1

e seus valores verdadeiros sao

x | y(x)
0,1 1,11034
0,2 | 1,24280
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Comparacido dos métodos

X y Real Heuen | Ponto médio RK4
0,1 1,11034 | 1,24205 1,24205 1,24280
0,2 | 1,24280 | 1,39847 1,39847 1,39775

Os valores tendem a se aproximar do resultado real quando o passo h é
suficientemente pequeno.

Método de Euler e suas variantes 18 de junho de 2025 13 / 20



@ O método de Euler melhorado (ou de Heun) é simples de implementar
e representa uma melhoria significativa em relacdo ao Euler simples,
oferecendo boa precisdo com apenas duas avaliages da funcdo por
passo.

@ O método do ponto médio também é de segunda ordem e oferece
resultados semelhantes ao de Heun, sendo (til quando se busca um
equilibrio entre precisdo e eficiéncia, com baixo custo computacional.

@ J4 o método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK4) é amplamente
utilizado devido a sua alta precisao, mesmo com passos relativamente
grandes.
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Desvantagens

@ O método de Euler melhorado (Heun), apesar de mais preciso que o
Euler simples, ainda pode apresentar erros significativos se o passo for
muito grande. Ele ndo lida bem com equagdes rigidas (stiff).

@ O método do ponto médio também sofre com limitacdes em equac¢des
mais complexas e pode ser instdvel com passos grandes. Ambos os
métodos de segunda ordem exigem um controle cuidadoso do
tamanho do passo para manter a precis3o.

e O método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK4), embora muito
preciso, tem um custo computacional mais alto por passo, ja que
exige quatro avalia¢bes da fungdo. Em problemas que exigem muitas
iteracOes ou sistemas grandes, isso pode se tornar pesado. Além
disso, como todos os métodos explicitos, o RK4 também pode falhar
em lidar com equagdes rigidas sem adaptacdo no passo.
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Cédigo 1 - Crescimento Populacional usando o Método

Euler

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3

4 # --- Parametros e EDO ---

5 def f(x, y): return y # dy/dx = y

6 yo, x0, x_final, h = 1, @, 2, 0.1 # y(@)=1, x inicial, x final, passo
7

8 # --- Método de Euler ---

9 x_euler, y_euler = [x@], [ye]

10X, y = X0, yo

11 while x < x_final:

12 h_current = min(h, x_final - x) # Ajusta o Gltimo passo
13 y += h_current * f(x, y)

14 X += h_current

15 x_euler.append(x)

16 y_euler.append(y)

17

18 # --- Solugdo Analitica (e*x) e Plotagem ---

19 x_analytical = np.linspace(x@, x_final, 100)
20 y_analytical = np.exp(x_analytical) # Solucdo para y()=1

21

22 plt.figure(figsize=(10, 6))

23 plt.plot(x_euler, y_euler, 'o-', label=f'Euler (h={h})")

24 plt.plot(x_analytical, y_analytical, 'r--', label='Analitica (e"x)')
25 plt.title('EDO dy/dx = y (Método de Euler)')

26 plt.xlabel('x")

27 plt.ylabel('y")

28 plt.legend()

29 plt.grid(True)

30 plt.show()

Figura: Exemplo ilustrativo do comportamento de um dos métodos.
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Exemplo 1 - Realizado em Colab

Crescimento Populacional usando Método de Euler

275 1 —e— Aproximagao Euler

—=—- Solugdo Analitica 4

250 4

225 4
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I o
~ o
w o
)\ |

150 +

125 4

100 +

Tempo (anos)

Figura: Exemplo do Método de Euler para o crscimento populacional.
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Cédigo 2 - Realizado em Colab

1 inport numpy =
T LT s o

# --- 1. Definindo a EDO e Solucdo Analitica ---
5 # dy/dx = y; Solugio analitica para y(8)-1 & y(x) = enx
© def £(x, y)
7 retumy

ef analytical_solution(x, yo_val)
return yo_val * np.exp(x)

n
124 - 2. Inplementacio Simplificada do Método de Euler -
13 def euler method simpla(f, y0, x0, x final, h):
16 xvalues = np.arange(xd, x final + h, h)
15 yvalues = [y0]
15 y=
17
18 for i in range(len(x_values) - 1)
1 v += b * f(x values(il, y)
2 ¥_values. append(y)
21 return x_values, np.array(y_values) # Retorna nuspy arrays para facilitar operacoes
2

# - 3. Parinstros da Simulacio -

vo=1 # Condicdo inicial y(e) = 1

w0 -0 # Ponto inicial de x

x_final # Ponto Final de x

“o0a # Tananho do passo
# - 4. Executando e Coaparando -~

_euler, y_euler = euler_nethod_simple(f, yo, x@, x.
y_analytical = analytical solution(x_euler, y8) #

nal, h)
leula a analitica nos mesnos pontos de x do Euler

# -=- 5. Plotando os Resultados ---

plt. figure(figsize=(10,

plt.plot(x_euler, y_euler, 'o-', label=f'Hétodo de Euler (h={}

plt.plot(x_euler, y_analytical, 'r--', label='Soluco Analitica (ex)') # Usa x_euler para a analitica
plt.title('Resoluc3o de EDO usando o Método de Euler')

plt.xlabel('x’)

plt.ylabel('y')

© plt.legend()

41 plt.grid(True)

42 plt. show()

44# --- 6. Exibindo Resultados Numéricos de Forma Concisa -—-

45 print Resultados (Método de Euler vs. Analitico)

DO o e T s ot GO = analytical)))
47 print er  y_Analitica ")

or row in result
print(F"{rou[e]:

26} {rowl1]:.4f} {row[2]:.4f}  {rou[3]:.4f}")

Figura: Cédigo realizado em colab do Método de Euler.
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Exemplo 2 - Realizado em Colab

Resolugao de EDO usando o Método de Euler

—e— Método de Euler (h=0.1)
74 —=- Solugao Analitica (e"x) s

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 150 175 2.00

Figura: Exemplo do Método de Euler.
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