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Introdução



O que é uma EDO?

Equação Diferencial Ordinária - EDO - é uma equação que
relaciona uma função incógnita H com suas respectivas
derivadas em relação a uma única variável independente.
Essas equações modelam fenômenos em diversas áreas da
engenharia e ciências naturais.

Segue o exemplo:
3H

3G
= G + H

onde H é a função incógnita, e a equação relaciona H e sua
derivada em relação a G.

Existem diversos métodos para resolver EDOs e entre eles
está oMétodo de Runge-Kutta, que será abordado nessa
apresentação.

Introdução
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OMétodo de Runge-Kutta foi desenvolvido pelos
matemáticos alemães Carl David Runge (1856-1927) eM.
Wilhelm Kutta (1867-1944).

O interesse em resolver numericamente equações
diferenciais levou à formulação do Método de Runge-Kutta.
Em 1901, Kutta publicou um artigo propondo o método, que
mais tarde foi aprimorado por Runge.

Hoje em dia o método é muito utilizado em softwares para a
solução de problemas devido a sua precisão e eficiência.

Introdução
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Método de Runge-Kutta



OMétodo de Runge-Kutta é um dos métodos mais
utilizados para a solução de EDOs. Ele é divido por ordens,
ou seja, RK1, RK2, RK3 e RK4, onde quanto maior a ordem,
maior a precisão.

O método de quarta ordem - RK4 - é o mais utilizado para
obter soluções aproximadas de um valor inicial.

Diferente do método de Taylor, que exige o cálculo de
derivadas de ordem superior, o método de Runge-Kutta
encontra aproximações precisas utilizando apenas a função
original.

Método de Runge-Kutta
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Pelo Polinômio de Taylor com termo de resto, se uma
função H(G) tiver : + 1 derivadas contínuas em um intervalo,
então:

H(G) = H(0) + H′(0) G0
1!
+ ... + H (:) (0) (G0)

:

:!
+ H (:+1) (2) (G0)

(:+1)

(: + 1)!

Porém, há uma limitação. Para ordens superiores, o
polinômio exige derivadas de alta ordem. O Método de
Runge-Kutta pode ser utilizado para contornar essa situação.

Polinômio de Taylor
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Tendo em vista o que foi apresentado até agora,
entendemos então que o Método de Runge-Kutta é uma
técnica numérica importante para resolver equações
diferenciais ordinárias já que possui:

• Precisão;
• Praticidade;
• Estabilidade.

Ele é especialmente útil quando é difícil ou impossível
encontrar a solução exata analiticamente.

Método Runge-Kutta
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Ordem



OMétodo de Runge-Kutta possui:

1 Runge-Kutta de Primeira Ordem - RK1
2 Runge-Kutta de Segunda Ordem - RK2
3 Runge-Kutta de Terceira Ordem - RK3
4 Runge-Kutta de Quarta Ordem - RK4

A ordem do método indica o número de pontos usado em
um subintervalo para determinar o valor da inclinação -
uma constante que é obtida através do cálculo da inclinação
em vários pontos no interior do subintervalo.

Ordem
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No Método Runge-Kutta de Segunda Ordem - RK2, também
conhecido comoMétodo de Heun, temos a aproximação da
solução usando a média da inclinação no início e no fim do
passo.

As fórmulas para a utilização desse método são:

:1 = 5 (G=, H=)

:2 = 5 (G= + ℎ, H= + ℎ.:1)

H=+1 = H= +
ℎ

2
(:1 + :2)

RK2
De Segunda Ordem
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No Método Runge-Kutta de Quarta Ordem - RK4 utilizamos
quatro estimativas de inclinação para obter maior precisão
dos resultados, sendo elas:

:1 = 5 (G=, H=)

:2 = 5 (G= +
ℎ

2
, H= +

ℎ

2
:1)

:3 = 5 (G= +
ℎ

2
, H= +

ℎ

2
:2)

:4 = 5 (G= + ℎ, H= + ℎ.:3)

H=+1 = H= +
ℎ

6
(:1 + 2:2 + 2:3 + :4)

Possui erro global de ordem O(ℎ4), o que traz mais precisão.

RK4
De Quarta Ordem
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Comparação com o
Método Euler



Figure: Comparação entre os métodos Euler, RK2 e RK4.

• Euler: simples, mas impreciso e instável.
• RK2: mais exato, porém com um pouco mais de cálculos.
• RK4: alta precisão, ideal para aplicações reais na
engenharia.

Comparação com o Método Euler
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Aplicações do Método
de Runge-Kutta



Relembrando as fórmulas do RK4 e do RK2,
respectivamente:

:1 = 5 (G=, H=)

:2 = 5 (G= +
ℎ

2
, H= +

ℎ

2
:1)

:3 = 5 (G= +
ℎ

2
, H= +

ℎ

2
:2)

:4 = 5 (G= + ℎ, H= + ℎ.:3)

H=+1 = H= +
ℎ

6
(:1 +2:2 +2:3 + :4)

:1 = 5 (G=, H=)

:2 = 5 (G= + ℎ, H= + ℎ.:1)

H=+1 = H= +
ℎ

2
(:1 + :2)

Aplicações do Método de Runge-Kutta
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Apresentando os significados das incógnitas:

5 : a função que define a EDO;

G= : o valor inicial de G;

H= : o valor inicial de H em G=;

ℎ : o tamanho do passo;

H=+1 : valor atualizado de H.

Aplicações do Método de Runge-Kutta
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• Exercício:

A função abaixo representa a taxa de recalque do solo no
adensamento de uma fundação:

3B

3C
= 0, 8B + 2C

onde, B0 = 0mm e C vai de 0 até 2h, com ℎ = 1h.

Utilize oMétodo de Runge-Kutta - RK4 - para calcular essa
taxa.

Aplicações - Exercício
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Antes de realizar os cálculos, é importante "transformar" as
fórmulas com as suas incógnitas para evitar confusões.

:1 = 5 (G=, H=)

:2 = 5 (G= +
ℎ

2
, H= +

ℎ

2
:1)

:3 = 5 (G= +
ℎ

2
, H= +

ℎ

2
:2)

:4 = 5 (G= + ℎ, H= + ℎ.:3)

H=+1 = H= +
ℎ

6
(:1 + 2:2 + 2:3 + :4)

:1 = 5 (C=, B=)

:2 = 5 (C= +
ℎ

2
, B= +

ℎ

2
:1)

:3 = 5 (C= +
ℎ

2
, B= +

ℎ

2
:2)

:4 = 5 (C= + ℎ, B= + ℎ.:3)

B=+1 = B= +
ℎ

6
(:1 + 2:2 + 2:3 + :4)

Aplicações - Exercício
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O primeiro passo que deve ser realizado para dar início aos
cálculos é o Cálculo da Quantidade de Passos.
Ela é calculada através de:

= =
C 5 − C0
ℎ

Nesse caso, como t vai de 0 até 2h e h é igual a 1h, temos que:

= =
2 − 0
1

= 2

Dessa forma, entende-se que os cálculos do Método de
Runge-Kutta - RK4 - serão realizados 2 vezes.

Aplicações - Exercício
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Abaixo seguem os resultados obtidos através dos cálculos
com o método RK4 e na sequência com o método RK2 para
realizar uma comparação entre os métodos.

Passo tn sn k1 k2 k3 k4 sn+1
1 0 0 0 1 1,4 3,12 1,32
2 1 1,32 3,056 5,2784 6,1674 9,9899 7,3096

Table: RK4

Passo tn sn k1 k2 sn+1
1 0 0 0 2 1
2 1 1 2,8 7,04 5,92

Table: RK2

Aplicações - Exercício
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Figure: Python parte 1. Figure: Python parte 2.

Aplicações - Python - RK4
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Resultados:

Figure: Resultado dos Cálculos.

Figure: Resultado do Gráfico.

Aplicações - Python - RK4
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Figure: Python parte 1. Figure: Python parte 2.

Aplicações - Python - RK2
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Resultados:

Figure: Resultado dos Cálculos.

Figure: Resultado do Gráfico.

Aplicações - Python - RK2
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Figure: Planilha do Método RK4.

Aplicações - Planilha - RK4
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Figure: Planilha do Método RK2.

Aplicações - Planilha - RK2
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