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Vamos nos conhecer?

Ola! Bem-vindo a componente
direcionamento das aulas realizadas.

O professor
® Apresentacdo no prezi. Clique aqui.

® Pesquisa atual Clique aqui
® |magens LiDAR

Frequéncia e avaliagoes.

Mas afinal, o que veremos na componente?

. Este material contém um
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https://prezi.com/view/D45jZKy46kNXEvPHy3lq/
https://prezi.com/view/UifOQwJlRndZ7iIY0XA4/

Python

Iremos implementar varias fung¢des utilizando a linguagem de programacgao
Python a partir da versao 3.

® Python.org (oficial)

o Google Colab
o OnlineBGD
o Replit
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https://www.python.org/
https://colab.research.google.com/
https://www.onlinegdb.com/online_python_compiler
https://replit.com/languages/python3

Conteudo das Aulas |

m Python

1. Por que estudar Calculo Numérico?
m Exemplos
m Objetivos
m Graveisso

. Aritmética de Ponto Flutuante

. Ambiente de programacao Google Colab

. Aritmética de Ponto Flutuante + Aplicagdes
. Zero Funcdes

. Zero Fungdes

. Fungdes em Python

. Sistemas Lineares

. Sistemas Lineares + Aplicagbes

10. Sistemas Lineares

O 00 NO ol WIN
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Conteudo das Aulas Il

11. Sistemas Lineares + Aplicagdes

12. Créditos
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Encontro 3:
Por que estudar
Calculo Numeérico?
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Exemplos

® Foguete Ariane 5 (veja o video)

Ano 1996

USS$ 500 mi (foguete)
USS 7 bi (projeto)
Overflow foi a causa

o

o o o

e Codigo em Python

# Soma de pontos
flutuantes

a = 0.1

b =10.2

c a + b

print (c)

# Output:
0.30000000000000004



https://www.youtube.com/watch?v=HyfU58zdaZE

Objetivos

® Reconhecer a importancia do
calculo numérico

® Conhecer principios basicos
usados em calculo numérico.

® Reconhecer problemas que
podem ser resolvidos por célculo
numeérico.

® Estabelecer fases para a
resolugéo de problemas reais.




Objetivos

® Compreender como 0s nimeros
sao representados nas
calculadoras e computadores e
como sao realizadas as
operagdes numéricas nestes
sistemas digitais.

® Entender o que sdao métodos
numeéricos de aproximagao, como
e por que utiliza-los.

e |dentificar problemas que
requerem o uso de técnicas
numéricas para a obtencgéo de
sua solugao.




Objetivos

® Conhecer e aplicar os principais métodos
numeéricos para a solugao de problemas
classicos. Ex.: obter zeros reais de fungdes reais,
resolver sistemas de equacgoes lineares, fazer
interpolacao polinomial, ajustar curvas e fazer
integragdo numérica

® Estimar e analisar os erros obtidos devido a
aplicacao de métodos numéricos e propor
solugdes para minimiza-los e se possivel,
elimina-los




Grave isso

Em um método numérico, uma
solugao aproximada é obtida de forma
construtiva:

1. Partindo de aproximagdes
iniciais, vao sendo construidas
novas aproximacgoes até que uma
aproximagao considerada "boa”
seja obtida.

2. Um método numérico pode ser
escrito em forma de algoritmo
com as operagdes (ou grupos de
operagdes), podendo ser
executadas repetidamente.
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Calculo numérico

Consideragoes finais

® As solugdes numéricas dependem da qualidade do modelo matematico,
assim como do proprio método utilizado para a solugao.

® Existem varios métodos que resolvem o mesmo problema, estudaremos
alguns deles para comparar a qualidade, defeitos e aplicabilidade.
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Encontro 4:
Aritmética de Ponto
Flutuante
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Objetivos

® Conversodes entre bases.

¢ Notacao cientifica.

e Arredondamento e erros.

e Aritmética de ponto flutuante.

e Compreender os erros nas
conversoes.

e Compreender o cédigo em Python
de erro de arredondamento.
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Conversao de decimal para binario

25|i

112|i

0 6|i

0 3|2

11|i
1 0
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Conversao de binario para decimal
© 606 06 06 06 0 O
tt + + t 1
1 0 1 1 0 1 1

25x1 + 25x0 + 2%x1 + 23x1 + 22x0 + 2'x] + 2°%1 = 91
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Conversao de bases

Converta os seguintes valores da sua base para binario ou decimal

1.z =2

2. x = 12319
3. x = 10110y,
4. x=1111y)
5.z = 1111
6. @ = 27,75
7. 1100, 01
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Notacao cientifica

Notacao cientifica é uma forma de expressar numeros muito grandes ou
muito pequenos de maneira mais simplificada.

Definigao:

Formalmente, um nimero esta em notacao cientifica quando é representado
como o produto de um nimero real (a), tal que (1 < |a| < 10), e uma poténcia
de 10, escrita como (10™), onde (n) € um ndmero inteiro. A forma geral é:

a-10"
onde a é a mantissa e n o0 expoente. Sendo, 1 <a<1l0ou—-10<a<—-1len
um numero inteiro.
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Notacao cientifica

Converta de notagao cientifica para decimal:
1. 2=1,2-10°
2. 2=9,2-107°
3. x=-7,2123-107
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Notacao cientifica

Converta de decimal para notacgao cientifica:
1. 1250000

500000000000

0, 0000256

—0,0000003

0,0100003

a b~ e
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Representacao de um numero

A representagao de um ndmero pelo computador é dada por:

+0.d1dods...dy - B
onde d; até d; é a mantissa, 8 é base e n é 0 expoente. Sendo:
® d1#0
® n € [m, M] no qual m é o limite inferior e M é o limite superior do
expoente.
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Conversao de um numero

Representagao
X = :to.dldgdg...dt . ﬁn

1. xr = 235, 89(10)
2. xTr = 101,01(2)
3. = 0,00087519)
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Aritmética de ponto flutuante

Operacao

F(B,t,m, M)
onde:
® B éabase.
® { é o numero de digitos.
® m é limite inferior do expoente.
® )\ é o limite superior do expoente.
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Arredondamento e erros

Definigao: Arredondamento por Truncamento
Se desejamos arrendondar utilizando DIGSE= 3, devemos simplesmente igno-
rar os digitos restantes apds o terceiro significativo.

a saber que DIGSE significa DIGitos Significativos Exatos.
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Arredondamento e erros

Definigao: Arredondamento por aproximacgao

Se desejamos arrendondar utilizando DIGSE= 3, devemos olhar para o digito
seguinte a esse, ou seja, 0 quarto, o qual usaremos a notagéo ds. Se esse
digito for entre 0 e 4 ndo mudamos o terceiro digito ds, porém se for entre 5 e
9 adicionamos uma unidade ao terceiro digito.
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Arredondamento e erros

Exemplo

Represente os nimeros z; = 0,437, 2o = 0,144, x3 = —0,495 e 24 =
0, 314159265 - 10" com dois digitos significativos por truncamento e arredonda-
mento.
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Arredondamento e erros

Underflow

Ocorre quando o resultado de uma operagao de ponto flutuante é menor em
magnitude (ou seja, mais préximo de zero) do que o menor valor representavel
como um numero de ponto flutuante normal no tipo de dados de destino. Isso
significa que o resultado é tdo pequeno que ndo pode ser adequadamente rep-
resentado na memaria do computador.

[z < fminy]
onde:
® 1 é o resultado da operacgéo.

¢ (fminy) é o menor valor positivo normal representavel em ponto
flutuante.

E importante considerar essas limitagdes ao trabalhar com célculos
numéricos em ponto flutuante.
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Arredondamento e erros

Overflow

Ocorre quando o resultado de uma operagao de ponto flutuante é maior em
magnitude do que o maior valor representavel como um numero de ponto flu-
tuante normal no tipo de dados de destino. Isso significa que o resultado é tao
grande que ndo pode ser adequadamente representado na memoria do com-
putador.

x > fmaxy]
onde:

® 1 é o resultado da operagao.

¢ (fmaxy) é o maior valor positivo normal representavel em ponto
flutuante.

E importante considerar essas limitagbes ao trabalhar com célculos
numeéricos em ponto flutuante.

27/115




Codigo-fonte de erro de arredondmento

0 codigo-fonte em Python mostra um exemplo de erro ocasionado por
aritmética de ponto flutuante.

Google Colab + Python
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Encontro 5: Ambiente
de programacao
Google Colab
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Google Colab

Conta Google
® Criar conta e/ou;
® | ogar na conta;

® Acessar o Google
Colab;

Sequir instrugdes da
aula; Google Colab + Python

Pratique.
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Encontro 6: Aritmética
de Ponto Flutuante +
Aplicacoes
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Tipos de erros

Vamos considerar basicamente dois tipos de erros: Absoluto e Relativo.
Estas definigdes nos auxiliam no estudo da tolerancia na aplicagao de algum

método numérico, bem como na sua convergéncia, que veremos mais
adiante.

1. Absoluto
2. Relativo
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Tipos de erros

Definigao:
Erro absoluto E A,
EA(z) = |z — 7|
onde x tomamos como o valor exato e x — z a aproximagao para 0 mesmo.
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Tipos de erros

Definigao:

Erro relativo ER, B
ER(x) = |z — Z| _ EA

[l [l

Nota-se que o erro relativo é uma medida adimensional. Este conceito torna
o erro relativo uma propor¢ao com relagao ao valor real.
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Tipos de erros

Exemplo
Sejam x = 123456, 789 e sua aproximagdo = = 123000. O erro absoluto é

|z — Z| = 123456, 789 — 123000| = 456, 789

e o erro relativo é

|t —Z 456,789
lz|  [123456, 789

= 0,00369999

ou ainda, 0,36%.
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Aplicacoes

Converta para binario: Converta para o sistema decimal:

° 11 ® 109

® 10 ® 11,

® 32 ® 1119

® 65 ® 101015

® 127 ® 111109

® 200 ® 11111,

® 1401 ® 1100101119

® 4095 ® 100000000012
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Aplicacoes

Converta para notacgao cientifica:

15

123

325678

-457

0,765
0,00000012
-0,999900
-893,999812

Converta para o sistema decimal:

1,5-10!

281076

3,982 - 10!

9,82 103

—1,982- 108
—-9,2-10?
—7,8254-1077
—3,72319832 - 10~*
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Aplicacoes

Arredondamento: Truncamento:

® (,1234 - 10 (DIGSE=3) ® (0,1234 - 10 (DIGSE=3)

® (), 888888 - 10 (DIGSE=4) ® (), 888888 - 10 (DIGSE=4)
® (,3413 - 10 (DIGSE=2) ® (),3413-10 (DIGSE=2)

® (,487-10 (DIGSE=1) ® (),487-10 (DIGSE=1)

® (,4231 - 10 (DIGSE=3) ® (,4231 - 10 (DIGSE=3)

® (),1234674 - 10 (DIGSE=2) ® (,1234674 - 10 (DIGSE=2)
® (,12345 - 10 (DIGSE=4) ® (,12345 - 10 (DIGSE=4)

® 0,1234555552 - 10 (DIGSE=6) ® 0,1234555552 - 10 (DIGSE=6)
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Aplicacoes

Calcule o erro relativo e o erro absoluto de uma area de um circulo, sabendo:
1. R =100m

2. 7 =314
3. 79 = 3,141592
4. A=71x%R2
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Aplicacoes

Utilizando o Python e uma uma ferramenta de IA, faga os seguintes
programas:

1. Exiba o maior nimero de casas decimais do .

2. Faga um programa em Python, onde o usuario informe um numero um
ndmero (inteiro) e o programa converta se for decimal para bindrio e
vice-versa.

3. Faga um programa em Python que o usuario informe o numero decimal e
o programa exiba em notacao cientifica. Faga também o processo
inverso.
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Encontro 7: Zero
Funcgoes
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Objetivos

® Oqueé

® Funcgodes de 1°,2° e 3° grau.

® Métodos numéricos para
determinagao de zero fungdes

® Processo iterativo

® Grafico em Python

e Método de Bolzano

e Método da bissecgao
® Critério de parada

® Exemplo no Excel
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Exemplo na EAS: Quanto tempo a agua leva para
se recuperar?

Quando uma industria langa residuos organicos em
um rio, esses residuos consomem o oxigénio
dissolvido na agua, prejudicando a vida aquatica.
Para avaliar esse impacto, os engenheiros usam uma
medida chamada Demanda Bioquimica de Oxigénio
(DBO).

DBO (mg/L)

Tempo (dias)

Poluigcao

Quantos dias leva para agua N
atingir uma DBO de 25 mg/L?

A DBO indica a quantidade de oxigénio necessaria alp<
para decompor a matéria organica presente na agua.
Quanto maior a DBO, pior esta a qualidade da agua.
Com o tempo, a natureza "limpa" esse poluente, e a

DBO vai diminuindo até niveis aceitaveis.

Recuperagao
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Exemplo na EC: Calculo de Esforcos Internos em
Vigas

Imagine uma viga de concreto usada para sustentar o
teto de uma sala. Ela esta apoiada nas duas

extremidades. Agora, alguém coloca uma carga ko
.« . . Carga assimétrica 5kN
pesada — como um ar-condicionado — mais perto de e
um dos lados da viga. it
—
Essa carga faz com que a viga se curve para baixo. [ ——

Mas ela nao se curva igualmente em todos os pontos:
algumas partes estdo mais forgadas que outras. Em
algum lugar ao longo da viga, a estrutura esta no seu
ponto mais exigido.

Pergunta: Como saber exatamente onde esta esse

ponto critico? 44/115



Zero Fungoes

O que é?
E onde a curva do gréfico intercepta o eixo z e y = 0. No ponto que é intercep-
tado ha uma raiz.

Funcdes de:
® Primeiro grau
® Segundo grau
® Terceiro grau
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Fungao de primeiro grau

As fungdes do tipo y = ax + bou f(z) = ax + b, onde a e b assumem valores
reais e a # 0 sao consideradas fung¢des do 1° grau.

Y f(X) y
fdf-------- fle)

flc)
¢ 0 f(x)

= -
»

I
I
I
0 c

e A funcgao é crescente quando a > 0 €;
® Decrescente quando a < 0.
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Raiz de uma fungao de primeiro grau

Raiz é o valor de x que anula f(z). Para calcular a fungéo é necessario
igualar a equagéao a zero.

F() =y =0 f@) = az+b

f(raiz) =y =0 ar+b=0
ar — —
r=_2b
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Raiz de uma fungao de segundo grau

Além disso, o valor do delta nos

Raiz é o valor de x que anula f(x). permite saber quantos zeros a fun
Para calcular a fungao é necessario quadratica possuira.
igualar a equagao a zero. Utilizando a ® A > 0: duas raizes reais distintas;
formula de Bhaskara é possivel ® A = (: uma Unica raiz real
encontras as raizes da funcdo 2’ e 2”. ® A < 0:ndo possui raiz real.
Yy
y=2a2-1
X
— y — _]_
(a) Parabola com concavidade para cima. (b) Parébola com concavidade para baixo.

Figure 1: Graficos de pardbolas com concavidade para cima e para baixo 28/115




Exemplos

Pode-se observar os seguintes exemplos:

1. f(ﬂf) =T 3 Zeros de Funcoes
2. f (x) — § €T — 4 0 objetivo é resolver a equagio f(x) = 0, ou seja,

3 encontrar os pontos onde o gréfico da fungéo cruza o
eixo x.

3. f(x) = 2% —5x +6 I\ /-
yx \/x
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Exemplos

Porém, nem sempre é possivel encontrar analiticamente a raiz de uma
funcao, por exemplo:

o fx)=a+222 —x+1
® sin(x)+ e*

® r+In(x)

0S BUTIA DO BOLSO
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Métodos numéricos para determinagao de zeros
de fungoes

A ideia central destes métodos é partir de uma aproximagao inicial para a
raiz e em seguida refinar essa aproximagao através de um processo iterativo.

1. Isolar cada zero que se deseja
determinar da fungé@o f em um
intervalo [a, b], sendo que cada
intervalo devera conter um e
somente um zero da fungao f.

2. Calcular a raiz aproximada
através de um processo iterativo
até a precisao desejada.
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Processo iterativo

Iteragao
E o ato de iterar (repetir) uma fungdo por um determinado periodo de tempo
até que uma condigao seja alcangada.

® Ha uma ampla variedade de métodos numéricos que consistem em
processos iterativos. Esses processos sao definidos pela repeti¢cao de
uma operacgao especifica.

® A esséncia desse tipo de procedimento é realizar um célculo especifico
repetidamente, de modo a obter, a cada iteragdao subsequente, um
resultado mais refinado em comparagao com o da iteraga@o anterior.

e E fundamental ressaltar que em cada iteragao, o resultado obtido na
iteragao anterior é utilizado como parametro de entrada para o calculo
subsequente.
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Processo iterativo

Ha varios aspectos comuns a todos 0s processos iterativos:

Estimativa inicial

Para iniciar um processo iterativo, é necessario possuir uma estimativa ini-
cial do resultado do problema. Esta estimativa pode ser adquirida de varias
maneiras, dependendo da natureza do problema.

Convergéncia
Para alcancar um resultado préximo do esperado, é crucial que a cada passo
ou iteragdo, nosso resultado se aproxime cada vez mais do valor desejado.

Critério de parada

N3o é vidvel continuar um processo numérico indefinidamente. E necessario
interrompé-lo em algum momento. Determinar quando parar as iteragoes de
um processo numeérico é chamado de critério de parada, o qual varia conforme
o problema em questéo e a precisao desejada para obter a solugao.
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Processos iterativos

Ha diversos métodos para encontrar os zeros de uma fungao:

Método da Bissecgao;
Método do Ponto Fixo (MPF);
Método de Newton-Raphson;
Método da Secante;

Método de Muller;

Método de Brent.

A

Definigao do Trabalho 1.
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Trabalho 1

. Formem duplas;
. Definir o método numérico;

. Tempo de apresentagéo de até 1
hora;

. Ter fundamentagao tedrica;

. Planilha com as iteragdes;

. Fungé@o em Python com o método
(devera ser implementado sem o
uso de nenhum

biblioteca/fungdes exceto as
matematicas);

10.

1.

12.

. Lista de 4 exercicios

1 ou 2 exemplos;
Resolver f(z) = 23 — 92 + 3

resolvidos;

Elaborar a apresentagao
(preferéncia em IATEX);

Mostrar prévia do trabalho 1
semana antes da entrega;

Avaliacdo individual, todos
devem apresentar.
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Trabalho 1

Sera encontrado um ndmero muito préoximo da raiz real, dentro de uma
tolerancia definida como e =1 x 1079,

Intervalo Método Raiz Aproximada | Iteragoes
[0, 1] Bissecao 0,335785 22
[0, 1] Ponto Fixo 0,337609 6
[0, 1] Newton-Raphson 0,335785 4
[0, 1] Secante 0,335785 5
[0, 1] Muller 0,335785 3

Table 1: Comparagéo dos métodos numéricos aplicados a fungdo f(z) = 2® — 9z + 3
no intervalo [0; 1]
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Fungao de terceiro grau

80+

60

Grafico da fungao f(x)

— f(x) =x"3-9x + 3

!
-4

T
=2
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Gerar grafico em Python

1 !pip install matplotlib
2 import numpy as np
3 import matplotlib.pyplot as plt

1 # Definindo a fungdo f(x)
2 def f(x):
3 return x#*3 - 9%x + 3

1 x_values = np.arange(-5, 5, 0.1) # Criando um array de valores de x
2 y_values = f(x_values) # Calculando os valores de f(x) para cada x
3 # Plotando o gréafico

4 plt.figure(figsize=(8, 6))

5 plt.plot(x_values, y_values, label='f(x) = x*3 - 9x + 3', color='b")
6 plt.axhline(@, color='gray', linestyle: ') # Linha horizontal y=0
7 plt.axvline(@, color='gray', linestyle: ') # Linha vertical x=0
8 plt.xlabel('x")

9 plt.ylabel('f(x)")

10 plt.title('Grafico da fungéo f(x)')

11 plt.grid(True)
12 plt.legend()
13 plt.show()
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Método de Bolzano

Teorema

Seja uma fungéo f(z) continua em um
intervalo [a, ], tal que, f(a) x f(b) < 0,
entdo a fungao f(x) possui pelo menos
uma raiz no intervalo [a, b].

"0 teorema assegura que se f troca de
sinal nos pontos a e b entdo f tem pelo
menos um zero entre estes pontos”.

Teorema de Bolzano
(explicagao simples)
Se uma fungéo for continua e mudar de

sinal entre dois pontos, ela precisa cruzar
o zero em algum lugar entre eles.

Sai do alto da montanha
e fui até o vale...

Em algum momento, tive

que passar pelo chao!

f)

Esse ponto no “nivel do chdo”
representa a raiz da fungdo—
ou seja, o lugar onde f(x) =0.
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Exemplo

Seja a fungéo f(z) = = x In(z) — 3,2.
Calcule o valor de f(z) para valores arbitrarios de x, como mostrado na

tabela abaixo:

z|1]2]3]4
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Exemplo

Seja a fungéo f(z) = = x In(z) — 3,2.
Calcule o valor de f(z) para valores arbitrarios de x, como mostrado na

tabela abaixo:

f(z)

|
-3,20

2
-1,81

0,10

4
2,36
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Exemplo

Seja a fungéo f(z) = = x In(z) — 3,2.
Calcule o valor de f(z) para valores arbitrarios de x, como mostrado na

tabela abaixo:

f(z)

|
-3,20

2
-1,81

3
0,10

4
2,36

Pelo teorema de Bolzano, concluimos que existe pelo menos uma raiz real no

intervalo [2, 3].
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a)- f(b) <O.
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

a+b a+bb
a’? 2 2 bl
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

a+b a+bb
a? 2 2 bl

® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

a+b a+bb
a
) 2 2 )
® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.

® (O subintervalo onde ocorre a troca de sinal passa a ser o novo intervalo
de analise.
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

[ a—+ b] [a +0b ]
a, ,b
2 2

® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.

® (O subintervalo onde ocorre a troca de sinal passa a ser o novo intervalo
de analise.

® Repetimos o processo até que o comprimento do intervalo seja menor
que uma tolerancia predefinida (precisao).
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Ideia do Método da Bissegao

Objetivo é encontrar uma raiz real de uma fungao continua em um intervalo
[a,b], onde f(a) - f(b) < 0. O processo funciona assim:
® Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo dois subintervalos:

[ a—+ b] [a +0b ]
a, ,b
2 2

® Aplicamos o Teorema de Bolzano para verificar em qual dos dois
subintervalos ocorre a troca de sinal.

® (O subintervalo onde ocorre a troca de sinal passa a ser o novo intervalo
de analise.

® Repetimos o processo até que o comprimento do intervalo seja menor
que uma tolerancia predefinida (precisao).

A cada passo, a raiz da fungao é aproximada pelo ponto médio do

subintervalo corrente. 61/115




Método da bissecc¢ao: Critério de parada

O critério de parada é frequentemente baseado
no valor de e.

¢ é a tolerancia desejada para a precisao da raiz.

O processo iterativo continua até que o intervalo
de busca seja suficientemente pequeno, ou seja,
|b—al <e.

Quando a largura do intervalo € menor do que ¢, a
raiz é considerada suficientemente precisa.

b—al <e
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Exercicio — Método da Bissecao

Considere a funcgao:

flz)=a23—92+3

Queremos encontrar uma raiz real dessa fung¢éo no intervalo [0, 1], aplicando
o **método da bissegao**.

Use os seguintes critérios de parada:
e Numero maximo de iteragdes: 5
e OU erro absoluto (tamanho do intervalo): e < 0,05

Solicitado:
1. Aplique o método da bissegao para encontrar uma aproximagao da raiz.
2. Preencha a tabela com os valores de a, b, ¢, f(a), f(b), f(c),ec =1|b— al.

3. Identifique o intervalo final que contém a raiz. 63/115




Resumo do Método da Bissec¢ao

1. Escolha os valores iniciais a e b,com f(a) - f(b) <0
b

2. Calcule o ponto médio: ¢ = %

3. Defina o critério de parada (tolerancia ¢)

4. Enquanto |b — a| > ¢, faga:

= Caleule f(a), f(b), € f(c)
o Se f(a)- f(c) > 0, entdo:
B Atualize a + ¢
o Senao: mantenha o valor de a
o Se f(b)- f(c) > 0, entdo:
B Atualize b < ¢
o Senao: mantenha o valor de b

a—+
o Recalcule ¢ = —

5. Ao final, c sera a raiz aproximada da fungéo 64/115




Encontro 8: Zero
Funcgoes + Aplicagoes
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Aplicacoes

O objetivo desta aula é
resolver problemas praticos
com programacao.
1. Abra a pagina rogerio.in;
2. Va na componente
Calculo Numérico;

3. Siga as instrugdes do
professor.
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rogerio.in

Encontro 9: Funcoes
em Python
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Aplicacoes

O objetivo desta aula é
aprender/recordar o uso de
fungbes em Python.

1. Siga as instrugdes do
professor.
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Encontro 10: Sistemas
Lineares
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Objetivos

Definicao
Introducao

Solucao do sistema
Método de Gauss
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Formas de Resolver Sistemas Lineares

Métodos Diretos: Métodos Iterativos:
Solugao em numero finito de passos: Aproximacgdes sucessivas:
® Regra de Cramer ® Método de Gauss-Jacobi
® Eliminagdo de Gauss ® Método de Gauss-Seidel
® Fliminagdo com pivotamento ® Método SOR
[

Gradiente Conjugado (casos
especificos)

® Decomposigéo LU

® |nversdo de matriz
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Engenharia Civil: Reagoes em Apoios de Viga

® Uma viga recebe uma carga total de
100 kN. 50 kN

® Aviga esta apoiada em trés pontos:
Ry, Ry e Rs.

® Deseja-se encontrar as reagdes nos o o
apoios. Ry Rs

® Sistema:

Ri + Ro+ Rz =100
2R + 4Ry + 6R3 = 400
Ry = R3
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Engenharia Ambiental: Mistura de Fontes de
Agua

Objetivo: formar uma mistura com 1000 L Sistema:
de agua.

z+y+ 2z = 1000
10z + 30y + 50z = 25000

r =2z

Trés fontes disponiveis:

o Fonte A: 10 mg/L de poluente
o Fonte B: 30 mg/L
o Fonte C: 50 mg/L

® A mistura final deve ter 25mg/L.

Restricdo técnica: usar mesma
quantidade de Ae C. F

10 mg/L 30mg/L 50mg/L 73/115




Sistema Lineares

Sistemas lineares s@o um conjunto de equacgdes lineares que deverao ser
resolvidas ao mesmo tempo.

Equacao linear
Uma equagaéo linear nas incognitas x4, xs, ..., 2, € uma equagao que pode ser
expressa na forma padrao

a1xr1 + a2x2 + ... + apTy, = C
em que ay, ao, ..., a, € chamado de coeficientes. O x1, zo, ..., x; SA0 as
incdégnitas e por fim, ¢ é chamado de termo independente.
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Sistemas Lineares

(CL11.’121 + a2 + -+ A1y = C1 Sistema linear com:
(2121 + a22x2 + - - + A2pTp = C2 ® m equacoes
as31x1 + azoxo + -+ + aspxTy, = C3 ® n incognitas

Exemplos:

 dm121 + amax2 + - + AmpTn = Cny 3r+2y=-5
—r+3y=4
dc 4+ 3y + dHw + =z =

5 + 3y + w — 2z =
3r — By =
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Equacao Linear Homogénea

® Uma equagdo linear é dita homogénea quando seu termo independente é igual
a zero:
a1y + asxs + - +apr, =0

® Se o termo independente ¢ # 0, a equacao € nao homogénea.

® Um sistema linear é homogéneo quando todas as equagodes que o compdem
sdo homogéneas.

Exemplos:
® y+2y—4z=7 — naohomogénea
® 1 —52=15 — naohomogénea
® +2u+3v=0 — homogénea

Obs.: Somente a ultima equagdo acima é homogénea. Para que um sistema seja

homogéneo, todas devem ter zero no lado direito. 76/115




Sistemas Lineares

Solugao do sistema Sistema linear homogéneo:
Exemplo:
(xla J}Q,.’L‘3, o 73371)
Exemplo: Sro — y — 4z =
2 + y — 3z =
r+y=3 xr 4+ 2y — 3z =
r—y=1
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Sistemas Lineares

Exemplo: Vamos validar com:
zx — y — z =0
x — 2y — 2z = 0 (0,0,0)
20 + y 4+ z =0 (07 1, _1)

(1,1,1)
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Classificagao dos Sistemas Lineares

Um sistema linear pode ser classificado em trés tipos:
® Possivel e Determinado: possui uma unica solugao.
¢ Possivel e Indeterminado: possui infinitas solugoes.
® |Impossivel: ndo possui solucao.

Dica visual: para sistemas com duas equagdes e duas incégnitas, pense nas
retas:

® Uma intersecao — solugao Unica;
® Retas coincidentes — infinitas solugdes;
® Retas paralelas — nenhuma solugao.
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Sistema Impossivel (sem solucao)

rT+y=2
rt+y=>5

Exemplo:

Ao subtrair as equacgoes:

(z+y) —(x+y)=2-5=0=-3

Conclusao

Sistema impossivel, pois ha contradigdo. As retas sao paralelas.
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Sistema Possivel e Indeterminado (infinitas
solucoes)

Exemplo:
r+y=3
204+ 2y =6
A segunda equagéo é multiplo da primeira:
20@4+y)=2-3=6
Conclusao

Sistema possivel e indeterminado, pois as equacdes sao equivalentes. Ambas
representam a mesma reta.
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Método de Cramer — Conceito e Etapas

Aplicagao: sistemas lineares com o mesmo nimero de equagdes e incdgnitas (sistemas quadrados),
com det(A) # 0.

Objetivo: resolver o sistema AZ = b
Passos do método:

1. Calcular o determinante da matriz dos coeficientes det(A)

2. Para cada incognita z;, substituir a coluna i de A pelo vetor dos termos independentes b, formando
amatriz A;

3. Calcular det(A;)
4. Obter cada incognita pela férmula:

o det(Al)
T det(A)
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Determinante de matriz 2 x 2 = Visual com
Diagonais

Matriz:
-
c a b
Férmula: ><
det(A) = ad — be ¢ d
Interpretagao:

® Diagonal principal (@ — d): a - d
® Diagonal secundaria(b —c):b-c

‘det(A)za'd—b'C‘ 83/115




Método de Cramer — Representagao para 2
incognitas
Sistema genérico:

a11z + a2y = by
a21® + az2y = b

Férmulas para a solugao:

b1 a2 a1 b
b2 a2 o a1 b2
, -
ail a2 ail a2
az1 a2 az1 a2

Observagao

0 método é eficiente apenas para sistemas pequenos. Em sistemas maiores, métodos como eliminagéo de

Gauss sdo mais indicados.
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Exemplo — Resolugao com Regra de Cramer

Sistema: Matriz A;: Visualizagao: calculo de det(A)
2z + 3y =8
4r —y =10 8 3
{10 _1] = det(A;) = 8:(—1)—10-3 = —8—30 = —38
Matriz dos coeficientes:
2 3 Matriz Ay: 2 3
A= [4 71} 3N 7 (=1)
E 180] = det(Ag) = 2:10—4-8 = 20—32 = —12
Determinante de A:
4 -1
Solugao:
det(A) = 2:(—=1)—4-3 = —2—-12 = —14
—38 19 —12 6
r= — = — Yy=—-= -
—14 7 —-14 7 det(A) = —2 — 12 = —14
19 6
r = — = —
7 YT
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Método de Sarrus

Aplicagao: célculo do determinante de matrizes
3 x 3.
Passos do método:

1. Escreva a matriz original.
2. Repita as duas primeiras colunas a direita.

3. Multiplique as diagonais descendentes e
some os produtos.

4. Multiplique as diagonais ascendentes e
some os produtos.

5. Subtraia os dois resultados.

Formula:

det(A) = aei +bfg + cdh — ceg + bdi + afh

Exemplo:
1 2 3
A=10 -1 4
2 1 0
Etapas:
1 2 311 2
0o -1 4]0 -1
2 1 012 1
Diagonais:

1(-1)-0=0, 242=16, 3:0.1=0= Soma=1
Diagonais:

3(=1)2=-6, 1-41=4, 200=0= Soma=—

[det(A) = 16 — (—2) — 18] 86/115



Sistemas Lineares

Método da Eliminagao de Gauss

Processo

Consiste em transformar o sistema Az = b em um sistema equivalente com
matriz dos coeficientes triangular superior, por meio de transformagdes ele-
mentares ou transformagdes equivalentes.

[Ac=b] = [Ae=))
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Sistemas Lineares

Método da Eliminagao de Gauss

Teorema
Seja Az = b um sistema linear, se:

1. Trocarmos duas equacgoes;
2. Multiplicarmos uma equagao por uma constante nao-nula;
3. Adicionarmos um multiplo de uma equagao a outra equagao.
0 método da eliminagao de Gauss engloba duas fases:
1. Fase de eliminagao;
2. Fase de substituicao.
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Sistemas Lineares

1. Fase de eliminagao
1. Transformacdes elementares na matriz aumenta [A|b)
2. Para uma matriz (n x n) este processo terd (n — 1) etapas

Procedimento
1. Montar a matriz aumenta [A|b]
2. Determinacao do pivo: ag
3. Definir os multiplicadores de linha

Mk = —
Akl

4. Atualizacao das linhas




Sistemas Lineares

Exemplo

Z1
21‘1
3371
-

Z2
Z2
Z2
QIEQ

+ 1+ +

A pO) =

+

D o

T3
T3

+

35[34
T4
21’4
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Sistemas Lineares

Passo 1: Quem é o pivo? Tudo abaixo do pivé devera ser zero.

Pivo
1 1 0 3 4
2 1 -1 1 1
3 -1 -1 2 -3
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

L2 (—LQ —2L1
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ls < Ly — 3L,
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ly« L,+ 1,
1 1 0 3 : 4
0 -1 -1 -5 : =7
0 -4 -1 -7 : —-15
0 3 3 2 : 8

Concluido para a primeira coluna. Repetir agora para a segunda coluna.
Trocar o pivo.
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ly <+ Ly —4L,
11 0 3
0 -1 -1 -5
0o 0 3 13
o 3 3 2
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Sistemas Lineares

Passo 2: Operar nas linhas

Ly Ly+ 3L,
1 1 0 3 4
0 -1 -1 -5 : -7
0O 0 3 13 : 13
0 0 0 -—-13 : -—-13

Concluido, valores abaixo da diagonal sao zeros.
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Sistemas Lineares

Passo 3: Reescrever o sistema e resolver

Sistema reescrito

r1 + X2 + Hen = 4
— T2 — I3 — 51’4 = =7

— 3r3 + 13x4 = 13

— 13z4 = -—13

Agora basta calcular os valores de x1, x2, 23 € 4.
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Sistemas Lineares

Fase da substitui¢ao
Substituindo uma equacgéo na outra...

Sistema reescrito
® Equagdo (4): —13z4 = 13 =24 =1
® Equagdo (3):3z3 +13 =13 =23 =0
® Equagdo (2): —wg — w3 — Hrg = —7 = 19 = 2
® Equacdo (1): 21 + a0+ 32y =4 = 21 = —1
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Lista de Exercicios — Sistemas Lineares

Exercicio 1:
20+ 3y =8
dr —y =10

Exercicio 2:

r—2y=1
3z +y="7

Exercicio 3:
3x1 + 2x0 +4x3 =1
1 + 22 + 223 = 2
4xy + 3x2 — 223 = 3
Exercicio 4:

1+ 22+ 223 + 24 =4
2x1 +3x2 +x3 + 224 =9
x1 —x2 +3x3 + x4 =2
3x1 + 2x2 + 2x3 + 44 = 13
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Exercicio 1 — Resolu¢gao com Regra de Cramer

1. Matriz dos coeficientes:
2 3 8
a=[i 4] o= 1)
2. Determinante de A:
det(A) = (2)(-1) — (4)38)=—-2—-12=—-14

3. Matriz A;:
(substitui 12 coluna por b)

8 3
A= {10 —1}

det(A;) = (8)(—1) — (10)(3) = —8 — 30 = —38

4. Matriz As:

(substitui 22 coluna por b)

o]

det(Az) = (2)(10) — (4)(8) = 20 — 32 = —12

5. Solucéo final:

—38 19

r=—=—
—14 7

19

2 8
4 10




Exercicio 2 — Resolu¢gao com Regra de Cramer

1. Matriz dos coeficientes: 4. Matriz As:
(substitui 22 coluna por b)

4= 3 o=f r-fi

2. Determinante de A:

det(A2) = (1)(7)—3)(1)=7-3=4
det(A) = (1)(1) —(3)(—2)=1+6=7 .
5. Solucéo final:

3. Matriz A;:

(substitui 12 coluna por b) x = E7 Y= 4
7 7
1 -2
A = [7 1 } 15 4
T = —, y=c
7 7

det(A;) = (1)(1) — (7)(—=2) = 1+ 14 = 15
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Exercicio 3 — Resolu¢ao com Eliminagao de
Gauss

1. Montar a matriz aumentada:

3 2 4 1 1 1 2 2
1 1 2 2] =trocaly <+ L= [3 2 4 1
4 3 =2 3 4 3 =2 3
2. Eliminacao de Gauss:
1 1 2 2
Lo < Ly —3Ly, L3+ L3—4L; = |0 -1 -2 -5
0 —-1 -—10 —5
1 1 2 2
L3+ L3 —La= |0 —-1 =2 -5
0 0 -8 0
3. Substituicao regressiva:
3 =0, —x9=-5=>x2=5H, 1 +5=2=21=-3

Solucéo final:

r1=—-3, x2=2>5, x3=0 102/115




Exercicio 4 — Resolugao com Eliminagao de
Gauss

2. Matriz aumentada inicial: 4. Eliminagao na 22 coluna: 6. Substituigao regressiva:
1 1 2 1 4 L3 < Lz +2L> Ty =2
2 3 1 2 9
1 —1 3 1 2
3 2 2 4|13 Ly« Ly+ L2 z3 =0
1 1 2 1 4 xg =1
3. Eliminagao na 12 coluna: o 1 -3 0|1
0o 0 -5 0 0 =1
0o 0 -7 1 2
Ly + Ly — 2L,
Solugao final:

5. Eliminagao na 32 coluna:
L3 + L3 — Ly

7 = = = -
Ly« Ly — 3L, L4<—L4+3L3 zq] 1, xo 1, x3 0, x4 2
11 2 1] 4
o 1 -3 0] 1 101 2 114
o -2 1 0] =2 0 1 -3 o1
o0 -1 -4 1] 1 00 -5 00
0o 0 0 1]2



Encontro 11: Sistemas
Lineares + Aplicacoes
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Aplicacoes

Enunciado do problema.

® Passo 1
® Passo 2

O objetivo desta aula é
resolver problemas
praticos com
programacao.

1. Abra o Python

2. Siga as instrugdes
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Encontro 12: Sistemas
Lineares
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Objetivos

® Critério de parada
® Gauss-Jacobi
® Gauss-Seidel
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Critério de parada

Podemos usar o critério de parada/convergéncia para ambos os métodos de
resolucao de sistemas lineares. Os sistemas iterativos deverao ter um
critério de parada.

Epsilon

mazx||zF T — 2®)||

E =
maz||z*+)|
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Gauss-Jacobi

E baseado na decomposi¢ao da matriz A em uma soma de trés matrizes D,
L e U, onde D é uma matriz diagonal contendo os elementos diagonais de A,
L é uma matriz triangular inferior com os elementos fora da diagonal de A4, e
U é uma matriz triangular superior com os elementos fora da diagonal de A.

Gauss-Jacobi

£* ) = D716 — (L + U)z®)
onde z(*) é o vetor de aproximacao na iteracdo k, e D! é a inversa da matriz
diagonal D.
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Gauss-Seidel

Assim como o método de Gauss-Jacobi, ele também é baseado na
decomposicao da matriz A em trés matrizes: D, L, e U. No entanto, o
método de Gauss-Seidel atualiza as aproximacgoes das incognitas de forma
sequencial, usando os valores mais recentes disponiveis.

Gauss-Seidel

i—1 n
1
x£k+1) = |p— Zaijxgk-‘rl) _ Z aij:vg-k)
J=1

T
w j=i+1

onde xz(k) € a aproximacgéao da incognita z; na iteragéo k, a;; € o elemento na

linha ¢, coluna j da matriz A, e b; é o i-ésimo componente do vetor b.
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Gauss-Jacobi-Seidel

Resolva esse sistema linear utilizando ambos os métodos e considere o erro
em 0,1. Responda com quantas iteragdes ambos os sistemas convergiram.

Sistema linear

10z1+ 229+ €r3 = 7
1+ Sxo+ r3 = —8
201+ 3x1+ 10z3 = 6
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Gauss-Jacobi-Seidel

Resolva esse sistema linear utilizando ambos os métodos e considere o erro
em 0,1. Responda com quantas iteragdes ambos os sistemas convergiram.

Sistema linear

=31+ o+ w3 = 2
1+ Sxo+ x3 = 5
1+ 3x0+ Trxz= —17
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Encontro 13: Sistemas
Lineares + Aplicacoes
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Aplicacoes

Enunciado do problema.

® Passo 1
® Passo 2

O objetivo desta aula é
resolver problemas
praticos com
programacao.

1. Abra o Python

2. Siga as instrugdes

114/115




Importante!

Este material é exclusivo de uso do autor. Proibido copiar ou replicar.
rogeriovargas@ufpr.br

)
(" GEDIDEIAB
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